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Tác giả xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu Trường Đại học Khoa học - Đại
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Huyện Kiến Thụy, Thành phố Hải Phòng đã tạo điều kiện cho tác giả hoàn thành

tốt nhiệm vụ học tập và công tác của mình.

Cuối cùng, tác giả muốn dành những lời cảm ơn đặc biệt nhất đến bố mẹ và

đại gia đình đã luôn động viên và chia sẻ những khó khăn để tác giả hoàn thành

tốt luận văn này.
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Mở đầu

Số học là một trong những lĩnh vực cổ xưa nhất của Toán học, và cũng là lĩnh

vực tồn tại nhiều nhất những bài toán, những giả thuyết chưa có câu trả lời. Trên

con đường tìm kiếm lời giải cho những giả thuyết đó, nhiều tư tưởng lớn, nhiều lí

thuyết lớn của toán học đã nẩy sinh. Hơn nữa, trong những năm gần đây, Số học

không chỉ là một lĩnh vực của toán học lí thuyết, mà còn là có rất nhiều ứng dụng,

đặc biệt trong lĩnh vực bảo mật thông tin.

Dãy Fibonacci là dãy số vô hạn các số tự nhiên bắt đầu bằng hai phần tử 0 và 1

hoặc 1 và 1, các phần tử sau đó được thiết lập theo quy tắc mỗi phần tử luôn bằng

tổng hai phần tử trước nó.

Chúng ta cũng đã biết rằng, các số Fibonacci tham gia vào nhiều vấn đề của

toán học đến nỗi từ nhiều năm nay, có một tạp chí toán học chỉ chuyên dành nghiên

cứu các số Fibonacci.

Từ thực tiễn đó, tôi chọn nghiên cứu đề tài “Dãy Fibonacci: Ước chung lớn

nhất, hợp thành và đồng nhất thức” làm luận văn thạc sĩ của mình.

Chúng tôi bỏ qua việc trình bày những tính chất cơ bản của dãy Fibonacci, vì

đã có nhiều tài liệu đề cập đến. Ở đây chỉ chú trọng giới thiệu hai kết quả nghiên

cứu gần đây về ước chung lớn nhất của các số hạng trong dãy nâng Fibonacci, và

về hợp thành của các số Fibonacci, tức là việc biểu diễn số Fibonacci dưới dạng

tổng các số nguyên dương. Đây là những vấn đề được quan tâm nghiên cứu trong

lý thuyết số.

• Chương 1. Ước chung lớn nhất trong dãy nâng của dãy Fibonacci được dành
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để trình bày về dãy nâng Fibonacci, là một mở rộng của dãy Fibonacci cổ

điển. Nếu như đối với dãy Fibonacci cổ điển, ước chung lớn nhất của hai số

hạng liên tiếp luôn bằng 1, thì với dãy nâng Fibonacci, điều này không còn

đúng nữa. Các kết quả trình bày trong chương này chỉ ra những lớp dãy nâng

Fibonacci mà ước chung lớn nhất nói trên là bị chặn.

• Chương 2. Hợp thành của các số Fibonacci trình bày về hợp thành của các

số Fibonacci. Một số công thức cho hợp thành của số Fibonacci sẽ được

chứng minh trong chương này. Phương pháp tiếp cận ở đây là sử dụng các

monoit tự do, lập nên bởi các hợp thành với phép toán ghép.

Thái Nguyên, ngày 27 tháng 5 năm 2016

Tác giả

Đỗ Đại Thanh
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Chương 1

Ước chung lớn nhất trong dãy nâng
của dãy Fibonacci

1.1 Một số tính chất cơ sở

Định nghĩa 1.1.1. Dãy Fibonacci là dãy số xác định bởi F1 = 1,F2 = 1 và

Fn = Fn−2 +Fn−1, với n≥ 3.

Định nghĩa 1.1.2. Dãy Lucas là dãy số xác định bởi L1 = 1,L2 = 3 và

Ln = Fn−2 +3Fn−1, với n≥ 3.

Dãy Fibonacci tổng quát được xác định bởi G1 = α,G2 = β , và

Gn = αFn−2 +βFn−1, với n≥ 3.

Nếu α = β = 1, thì dãy Fibonacci tổng quát Gn là dãy Fibonacci Fn.

Nếu α = 1 và β = 3, thì dãy Fibonacci tổng quát Gn là dãy Lucas Ln.

Xét dãy (Fn +a), với a là số nguyên nào đó. Ta gọi đó là dãy nâng Fibonacci.

Các phần tử liên tiếp của dãy Fibonacci là những số nguyên tố cùng nhau, nhưng

với dãy nâng Fibonacci thì điều này không còn đúng nữa. Năm 1971, Hoggatt đã

lưu ý rằng

gcd(F4n+1 +1,F4n+2 +1) = L2n,

gcd(F4n+1−1,F4n+2−1) = F2n,
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gcd(F4n+3−1,F4n+4−1) = L2n+1.

Nghĩa là, các phần tử liên tiếp của dãy nâng Fibonacci bởi ±1 không phải luôn

luôn là những số nguyên tố cùng nhau. Nếu đặt

fn(a) = gcd(Fn +a,Fn+1 +a)

thì ( fn(0)) là dãy không đổi 1,1,1, . . . , nhưng ( fn(±1)) là không bị chặn.

Năm 2003 Hernández và Lucas đã chứng minh rằng có một số không đổi c mà

gcd(Fm +a,Fn +a)> ecm,

đúng đối với vô hạn các cặp số nguyên dương m > n.

Trong luận văn này, chúng ta sẽ thấy rằng ( fn(a)) bị chặn nếu a 6=±1. Cụ thể,

chúng ta sẽ chứng minh hai định lý sau.

Định lí 1.1.3. Với mọi số nguyên (α),(β ), n và a với α2 +(α.β )−β 2− a2 6= 0,

chúng ta có

gcd(G2n−1 +a,G2n +a)≤
∣∣α2 +(α.β )−β

2−a2∣∣ . (1.1)

Định lí 1.1.4. Với mọi số nguyên (α),(β ), n và a với α2 +(α.β )−β 2 + a2 6= 0,

chúng ta có

gcd(G2n +a,G2n+1 +a)≤
∣∣α2 +(α.β )−β

2 +a2∣∣ . (1.2)

Giả sử α = β = 1 trong Định lí 1.1.3 và Định lí 1.1.4. Chúng ta rút ra được hệ

quả sau:

Hệ quả 1.1.5. Với mọi số nguyên n và a

gcd(F2n−1 +a,F2n +a)≤
∣∣a2−1

∣∣ , nếu a 6=±1,

gcd(F2n +a,F2n+1 +a)≤ a2 +1.
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Do đó, chúng ta kết luận rằng ( fn(a)) bị chặn nếu a 6=±1. Và một hệ quả khác

ln(a) = gcd(Ln +a,Ln+1 +a)

chỉ nhận hữu hạn giá trị.

Hệ quả 1.1.6. Với số nguyên n và a, ta có

gcd(L2n−1 +a,L2n +a)≤ a2 +5,

gcd(L2n +a,L2n+1 +a)≤
∣∣a2−5

∣∣ .
Giả sử α = 1 và β = 3 trong Định lí 1.1.3 và Định lí 1.1.4. Chúng ta kết luận

rằng ln(a) bị chặn đối với số nguyên a tuỳ ý.

Trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ suy ra được hai bổ đề cơ bản. Từ đó, chúng

ta xác định được fn(1), fn(2), fn(−1), fn(−2) và ln(1), trong phần 3, 4 và 5.

Trong phần cuối, chúng ta sẽ chứng minh Định lí 1.1.3 và Định lí 1.1.4.

Bổ đề 1.1.7. Với số nguyên n, k và a

gcd(Gn +aFk,Gn−1−aFk+1) = gcd(Gn−2 +aFk+2,Gn−3−aFk+3). (1.3)

Chứng minh. Do gcd(a,b) = gcd(a+ bc,b) đối với bất kì số nguyên a, b và c,

chúng ta có

gcd(Gn +aFk,Gn−1−aFk+1) = gcd(Gn +aFk− (Gn−1−aFk+1),(Gn−1−aFk+1))

= gcd(Gn−2 +aFk+2,Gn−1−aFk+1)

= gcd(Gn−2 +aFk+2,Gn−1−aFk+1− (Gn−2 +aFk+2))

= gcd(Gn−2 +aFk+2,Gn−3−aFk+3).

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 1.1.8. Với số nguyên m, k và a,

gcd(Gm +a,Gm+1 +a) = gcd(Gm−(2k)+aF2k−1,Gm−(2k+1)−aF2k) (1.4)
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Chứng minh. Chúng ta rút gọn gcd(Gm +a,Gm+1 +a),

gcd(Gm +a,Gm+1 +a) = gcd(Gm +a,Gm+1 +a− (Gm +a))

= gcd(Gm +a,Gm−1).

Vì F−1 = 1, và F0 = 0, chúng ta có thể viết

= gcd(Gm +a,Gm+1 +a) = gcd(Gm +aF−1,Gm−1−aF0),

và áp dụng (1.3) k lần để rút ra kết quả.

Lưu ý rằng, ta gọi dãy số {Fn + k} là dãy số fn(k).

1.2 Dãy số fn(1)

Định lí 1.2.1. Với mọi số nguyên n, chúng ta có

gcd(F4n−1 +1,F4n +1) = F2n−1, (1.5)

gcd(F4n +1,F4n+1 +1) =

2, nếu n≡ 1 mod 3,

1, nếu ngược lại,
(1.6)

gcd(F4n+1 +1,F4n+2 +1) = L2n, (1.7)

gcd(F4n+2 +1,F4n+3 +1) =

2, nếu n≡ 2 mod 3,

1, nếu ngược lại.
(1.8)

Chứng minh. Giả sử m = 4n−1, k = n, và a = 1 trong (1.4) :

gcd(F4n−1 +1,F4n +1) = gcd(F2n−1 +F2n−1,F2n−2−F2n)

= gcd(2F2n−1,−F2n−1)

= F2n−1,

cho ta (1.5).

Giả sử m = 4n+1, k = n, và a = 1 trong (1.4) :

gcd(F4n+1,F4n+2 +1) = gcd(F2n+1 +F2n−1,F2n +F2n)


